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Abstract

In this paper, we report on the formalization of the Taylor expansion on normed

spaces.

——————————————————————-

1 はじめに
筆者らは，[1]で一変数実数関数の Taylor展開を以下のように形式化した．

Listing 1. TAYLOR 1:33

theorem :: TAYLOR 1:33
for n be Nat, f be PartFunc of REAL,REAL, x0,r be Real st
].x0−r,x0+r.[ c= dom f & 0 < r & f is differentiable on n+1, ].x0−r,x0+r.[
for x be Real st x in ].x0−r, x0+r.[
ex s be Real st 0 < s & s < 1
& f.x = Partial Sums(Taylor(f, ].x0−r,x0+r.[,x0,x)).n

+ (diff(f,].x0−r,x0+r.[).(n+1)).(x0+s∗(x−x0)) ∗ (x−x0) |ˆ (n+1) / ((n+1)!);

またこれを用いたマクロリン展開などを形式化している [2]．
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Listing 2. TAYLOR 2:2-14

theorem :: TAYLOR 2:2
for n be Nat, f be PartFunc of REAL,REAL, r be Real st
0 < r & ].−r,r.[ c= dom f & f is differentiable on n+1,].−r,r.[
for x be Real st x in ].−r, r.[
ex s be Real st 0 < s & s < 1
& f.x = Partial Sums(Maclaurin(f,].−r,r.[,x)).n

+ (diff(f,].−r,r.[).(n+1)).(s∗x) ∗ x |ˆ (n+1) / ((n+1)!);

theorem :: TAYLOR 2:8
for n be Element of NAT, r,x be Real st 0 < r holds
Maclaurin(exp R,].−r,r.[,x).n = x |ˆ n / (n!);

theorem :: TAYLOR 2:14
for r, e be Real st 0 < r & 0 < e
ex n be Nat st
for m be Nat st n <= m holds
for x being Real st x in ].−r,r.[
holds |.exp R.x−Partial Sums(Maclaurin(exp R,].−r,r.[,x)).m.| < e;

本稿ではノルム空間上の関数の Taylor展開に関する形式化を報告する．まず，ノルム
空間上の実数値関数の Taylor展開の形式化を行った．次いで，ノルム空間上のノルム値
関数の Taylor展開の形式化を行った．さらに Taylor展開を用いてノルム空間上の実数値
関数の極値の必要条件及び十分条件の命題とその証明の形式化を行った．

2 高階微分と有界多重線形写像
2階微分を例にとる．S, T をノルム空間とする．S から T への有界線形写像全ての集

合が作るノルム空間を L(S, T )で表す．これは [3]で

R_NormSpace_of_BoundedLinearOperators(S,T)

と定義されている．gを Sから T への部分関数（定義域が S全域とは限らない関数），Z

を S の開部分集合とする．g が Z 上で微分可能なとき，g の導関数 d
dxg は Z ⊆ S から

L(S, T )への写像である．

g′ : x ∈ Z 7→ g′(x) ∈ L(S, T ) (1)

これは [4]で g‘|Zと表され，以下のように定義されている．

Listing 3. NDIFF 1:def 9

definition
let S,T;
let g be PartFunc of S,T;
let Z be set;
assume f is differentiable on Z;
func g‘|Z −> PartFunc of S, R NormSpace of BoundedLinearOperators(S,T) means

:: NDIFF 1:def 9
dom it = Z & for x be Point of S st x in X holds it/.x = diff(g,x);

end;

さらに g が Z 上で 2階微分可能なとき，g の 2階導関数は Z ⊆ S から L(S,L(S, T ))へ
の写像である. これを一般化して gの Z 上の n階導関数は [5]で以下のように帰納的に定
義されている．以下の記述中 diff_SP(n,S,T)は n = 2の場合，L(S,L(S, T ))を表して
いる．
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Listing 4. NDIFF 6:def 6

definition
let S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T,

Z be Subset of S, i be Nat;
func diff(g,n,Z) −> PartFunc of S,diff SP(n,S,T) equals :: NDIFF 6:def 6
diff(g,Z).n;

end;

theorem :: NDIFF 6:11
diff(g,Z).0 = g|Z & diff(g,Z).1 = (g|Z)‘| Z & diff(g,Z).2 = ((g|Z)‘| Z) ‘| Z;

theorem :: NDIFF 6:13
diff(g,n+1,Z) = diff(g,n,Z) ‘|Z;

ここで g|Zは関数 g の定義域を Z に制限した関数で，(g|Z)‘|Zは上記の NDIFF 1:def

9による g|Zの Z 上の導関数を表す．
gが Z上で n階微分可能であることを表す述語 g is_differentiable_on n,Z も [5]

で以下のように帰納的に定義されている．

Listing 5. NDIFF 6:def 7

definition
let S,T be RealNormSpace;
let g be PartFunc of S,T;
let Z be Subset of S;
let n be Nat;
pred g is differentiable on n,Z means :: NDIFF 6:def 7
Z c= dom g & for i be Nat st i <= n−1 holds
modetrans(diff(g,Z).i,S,diff SP(i,S,T)) is differentiable on Z;

end;

theorem :: NDIFF 6:14
g is differentiable on n,Z
iff Z c= dom g & for i be Nat st i <= n−1 holds diff(g,i,Z) is differentiable on Z;

theorem :: NDIFF 6:15
g is differentiable on 1,Z
iff Z c= dom g & g|Z is differentiable on Z;

theorem :: NDIFF 6:16
g is differentiable on 2,Z
iff Z c= dom g & g|Z is differentiable on Z & (g|Z)‘|Z is differentiable on Z;

theorem :: NDIFF 6:17
for S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T, Z be Subset of S, n be Nat
st g is differentiable on n,Z
for m be Nat st m <= n holds g is differentiable on m,Z;

diff(g,n,Z)は S から T への有界線形写像が作るノルム空間 L(S, T )を n回使って
作られるノルム空間の入れ子

L(S, T）
L(S,L(S, T））

L(S,L(S,L(S, T）)）
...

L(S,L(L · · · L(S, T ) · · · )) (2)

に値をとる S 上の関数である．これは有界な n重線形写像であり，有界な n重線形写像
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全てが作るノルム空間
M(Sn, T )

の元とみなすことができる．この同値な読み替えをする作用素が以下 LOPBAN14:def 4

で定義されている．これは有界線形写像を元とするノルム空間の多重の入れ子と有界な多
重線形写像を元とするノルム空間の間のノルム等長な同型写像である．

Listing 6. LOPBAN14:def 4

definition
let Y be RealNormSpace, X be RealNormSpace−Sequence;
func NestMult(X,Y) −> Lipschitzian LinearOperator of

NestingLB(X,Y),R NormSpace of BoundedMultilinearOperators(X,Y)
means :: LOPBAN14:def 4
it is one−to−one onto isometric
& (for u being Element of NestingLB(X,Y) holds ||.it.u.|| = ||.u.||)
& for u be Point of NestingLB(X,Y), x be Point of product X

ex g be 　 FinSequence
st len g = len X & g.1 = u
& (for i be Element of NAT st 1 <= i & i < len X holds

ex Xi be RealNormSpace−Sequence, h be Point of NestingLB(Xi,Y)
st Xi = X | (len X −’ i + 1) & h = g.i & g.(i + 1) = h.(x.(len X −’ i + 1)))

& ex X1 be RealNormSpace−Sequence, h be Point of NestingLB(X1,Y)
st X1 = <∗X.1∗> & h = g.(len X) & (it.u).x = h.(x.1);

end;

たとえば n = 2の場合，X を長さ 2のノルム空間の有限列 X = [X1, X2]，T をノル
ム空間とするときX,Y による入れ子

L(X2,L(X1, T ))

をこの形式化では NestingLB(X,T)で表している．
この入れ子の元

u ∈ NestingLB(X,T ) = L(X2,L(X1, T ))

に上記の同型写像 NestMult(X,T) はノルム空間 X1, X2 のそれぞれの任意の元 h1 ∈
X1, h2 ∈ X2 に対して

v(h1, h2) = u(h1)(h2)

となるX1 ×X2 から Y への 2重線形写像 vを対応させる．
以下の TAYLOR 3:def 1で定義される DIFF(g,n,Z)は，NestMult(n,S,T)によって

作られる diff(g,n,Z)と同値な Sの多重直積 Snから T への有界な n重線形写像が作る
ノルム空間

M(Sn, T ) (3)

に値をとる S 上の関数である．

Listing 7. TAYLOR 3:def 1

definition
let S, T be RealNormSpace;
let g be PartFunc of S,T;
let Z be Subset of S;
let n be non empty Nat;
func DIFF (g,n,Z) −> PartFunc of S,R NormSpace of BoundedMultilinearOperators(n|−>S,T)
equals :: TAYLOR 3:def 1
NestMult(n,S,T) ∗ diff(g,n,Z);

end;
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上記で

R_NormSpace_of_BoundedMultilinearOperators(n|-> S,T)

がM(Sn, T )を表している．n|->S はノルム空間 S を n個ならべた長さ nの有限列

〈S, S, · · · , S〉

を表している．また，product(n|->S) はノルム空間 S の n重直積空間 Sn を表してい
る．ノルム空間の有限列

G = 〈G1, G2, · · · , Gn〉

が与えられたとき product Gは多重直積空間∏i=n
i=1 Gi を表している. product Gのベク

トルは各 Gi の元 xi ∈ Gi からなる有限列 x = 〈x1, x2, · · · , xn〉 であり，product Gのベ
クトル

x = 〈x1, x2, · · · , xn〉, y = 〈y1, y2, · · · , yn〉 ∈
i=n∏
i=1

Gi (4)

について加法は

x + y = 〈x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn〉 ∈
i=n∏
i=1

Gi (5)

で定義され,実数 rとの積は

r · x = 〈r · x1, r · x2, · · · , r · xn〉 ∈
i=n∏
i=1

Gi (6)

で定義される．また xのノルム ‖x‖は

‖x‖ =
√
‖x1‖2 + ‖x2‖2 + · · · + ‖xn‖2 (7)

で定義される.これらは [6]で形式化されている.

3 各点での高階微分
gの S のベクトル xでの高階微分可能性とその微分値を以下のように定義する．
gを S から T への部分関数とする．gが S のベクトル xで k(> 0)階微分可能である

とは，xの開近傍 Z が存在し，gが Z 上で k− 1階微分可能であり，かつその k− 1階導
関数 g(k−1) が xで微分可能であることと定義する．以下がその形式化である．

Listing 8. TAYLOR 4:def 1

definition
let S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T,

x be Point of S, k be Nat;
pred g is differentiable in k,x
means :: TAYLOR 4:def 1
ex Z be Subset of S
st Z is open & x in Z & g is differentiable on k−’1,Z
& diff(g,k−’1,Z) is differentiable in x;

end;
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さらに，gの xでの k階微分値を gの k − 1階導関数の xの微分値(
g(k−1)

)′
(x)

で定義する．以下がその形式化である．

Listing 9. TAYLOR 4:def 2

definition
let S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T,

x be Point of S, k be Nat;
assume 1 <= k & g is differentiable in k,x;
func diff(g,k,x) −> Point of diff SP(k,S,T)
means :: TAYLOR 4:def 2
ex Z be Subset of S
st Z is open & x in Z & g is differentiable on k−’1,Z
& diff(g,k−’1,Z) is differentiable in x
& it = diff(diff(g,k−’1,Z),x);

end;

以上の定義が正当性をもつためには，これらの定義が xの開近傍 Z の選択に依存しな
いことを示す必要があり，そのための補題群を形式化した．以下にその一部を掲載する．

Listing 10. TAYLOR 4:1-4

theorem :: TAYLOR 4:1
for S,T be RealNormSpace, f be PartFunc of S,T, Z,W be Subset of S
st f is differentiable on Z & f is differentiable on W
holds f is differentiable on Z \/ W & f is differentiable on Z /\ W;

theorem :: TAYLOR 4:2
for S,T be RealNormSpace, f be PartFunc of S,T,

Z,W be Subset of S, x be Point of S
st f is differentiable on Z & f is differentiable on W & x in Z & x in W
holds (f ‘| Z)/.x = (f ‘| W)/.x;

theorem :: TAYLOR 4:4
for S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T,

Z,W be Subset of S, n be Nat
st g is differentiable on n,Z & g is differentiable on n,W
holds g is differentiable on n,Z \/ W
& (for i be Nat st i <= n holds diff(g,i,Z \/ W) | Z = diff(g,i,Z)

& diff(g,i,Z \/ W) | W = diff (g,i,W ))
& g is differentiable on n,Z /\ W
& (for i be Nat st i <= n holds diff(g,i,Z /\ W) = diff(g,i,Z) | (Z /\ W)

& diff(g,i,Z /\ W) = diff(g,i,W ) | (Z /\ W));

以上の定義について，点における高階微分の線形性や開集合上での高階微分可能性の
定義との整合性などを示す命題群を形式化した．以下にその一部を掲載する．

Listing 11. TAYLOR 4:1-5

theorem :: TAYLOR 4:15
for S,T be RealNormSpace, g,h be PartFunc of S,T,

x be Point of S, n be Nat
st 1 <= n & g is differentiable in n,x & h is differentiable in n,x
holds (g + h) is differentiable in n,x & diff(g+h,n,x) = diff(g,n,x) + diff(h,n,x);

theorem :: TAYLOR 4:16
for S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T,

x be Point of S, r be Real, n be Nat
st 1 <= n & g is differentiable in n,x
holds (r(#)g) is differentiable in n,x & diff(r(#)g,n,x) = r ∗ diff(g,n,x);

MMA-WiP (2025), vol.7, no.1 - https://mizar-jp.org/journal/MMA-WiP/j2025.7.1 - ISSN 2434-5458 (Online) 6/16

https://mizar-jp.org/journal/MMA-WiP/j2025.7.1


Mechanized Mathematics and Its Applications, Works in Progress Tayler Expansion (Nakasho and Shidama)

theorem :: TAYLOR 4:19
for S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,T,

Z be Subset of S, k be Nat
st 1 <= k & Z is open & Z c= dom g
holds
g is differentiable on k,Z
iff for x be Point of S st x in Z holds g is differentiable in k,x;

さらに以下のように，前章で述べたノルム空間の有界線形写像が作る入れ子空間と，有界
多重写像が作る空間の間に，同型による微分値の同値変換を導入した．

Listing 12. TAYLOR 4:def 3

definition
let S,T be RealNormSpace;
let f be PartFunc of S,T;
let x be Point of S;
let n be non empty Nat;
func DIFF (f,n,x)

−> Point of R NormSpace of BoundedMultilinearOperators(n|−>S,T)
equals :: TAYLOR 4:def 3
NestMult(n,S,T) . diff(f,n,x);

end;

4 実数値関数のTaylor 展開
4.1 命題の形式化
筆者らは次の命題とその証明を形式化した [7]．
S を自明でないノルム空間，g を定義域が S の全域とは限らない S 上の実数値関数

（部分関数），Z を gの定義域に含まれる Sの部分集合，gは Z 上で n階微分可能とする．
x, hを S 上のベクトルで，hは零元ではないものとする．また，区間

[x, x + h] = {x + t · h | 0 ≤ t ≤ 1}

が Z に含まれ，g の Z 上の n階導関数 g(n) が [x, x + h]上で連続，かつ g は (x, x + h)

に含まれる任意の sで n + 1階微分可能とする．このとき実数 c ∈ (0, 1) が存在して，

g(x + h) =

n∑
k=0

g(k)(x)

k!
· hk +

g(n+1)(x + c · h)

(n + 1)!
· hn+1 (8)

が成り立つ．この命題の形式化が以下である.

Listing 13. TAYLOR 4:23

theorem :: TAYLOR 4:23
for S be non trivial RealNormSpace,

g be PartFunc of S,#REAL, Z be Subset of S, n be non empty Nat
st Z c= dom g & g is differentiable on n,Z
holds
for x,h be Point of S
st h <> 0.S & [.x,x+h.] c=Z & diff(g,n,Z) is continuous on [.x,x+h.]
& for s be Point of S st s in ].x,x+h.[
holds g is differentiable in n+1,s

holds
ex c be Real st c in ].0,1.[
& g.(x+h) = Partial Sums(Taylor(g,Z,x,x+h)).n
+ 1/((n + 1)!) ∗ (DIFF(g,n+1,x+c∗h)) . (h|ˆ(n+1));
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上記の記述中の#REALは，実数の集合を加法，乗算，0に関するノルム空間とみなしたも
のを表し，以下のように定義されている．

Listing 14. LOPBAN15:def 2

definition
func #REAL −> non empty NORMSTR equals :: LOPBAN15:def 2
NORMSTR(# REAL, In(0,REAL), addreal, multreal, absnorm #);

end;
registration
cluster #REAL −> non empty right complementable Abelian
add−associative right zeroed vector−distributive
scalar−distributive scalar−associative scalar−unital
discerning reflexive RealNormSpace−like;

end;

ノルム空間#REALを用いる理由は，筆者らが形式化してMMLに収録されている高階微分
を含む一連の微分の記述が全てノルム空間上の関数を扱っており，それらの命題群を活用
するためである．第 2章で述べたように diff(g,n,Z)は gの Z 上の n階導関数を表して
いる．Taylor(g,Z,x,x+h)は関数 gの Taylor級数列を表し，以下のように定義した．

Listing 15. TAYLOR 3:def 4

definition
let S,T be RealNormSpace, g be PartFunc of S,

T,Z be Subset of S, a,b be Point of S;
func Taylor(g,Z,a,b) −> sequence of T means :: TAYLOR 3:def 4

it.0 = (g|Z)/.a
& for n be non empty Nat holds
it.n = 1/(n!) ∗ ((DIFF(g,n,Z)/.a).((b−a)|ˆn));

end;

(b-a)|^n は#REALの元 b-aを n個ならべた長さ nの有限列を表しており，以下のよ
うに定義している．

Listing 16. TAYLOR 3:def 2

definition
let S be RealNormSpace,h be Point of S, n be non empty Nat;
func h |ˆ n −> Point of product(n|−>S) equals :: TAYLOR 3:def 2
n |−> h;

end;

Partial_Sumsはノルム空間など加法が定義されている空間の元の列の総和で，以下
で帰納的に定義されている [8]．

Listing 17. BHSP 4:def 1

definition
let X be non empty addLoopStr;
let seq be sequence of X;
func Partial Sums(seq) −> sequence of X means :: BHSP 4:def 1
it.0 = seq.0 & for n holds it.(n + 1) = it.n + seq.(n + 1);

end;

DIFF(g,n,Z)も第 2章で述べたように diff(g,n,Z)と同様 g の Z 上の n階導関数を表
しているが，Sの元 aについて DIFF(g,n,Z)/.aは Z から Sの n重直積 Sn から T への
有界な多重線形写像である．
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4.2 命題の証明
命題 TAYLOR 4:23の証明は，以下の補題を用いて前章で述べた TAYLOR 1:33を適

用する．
gをノルム空間 SからRへの部分関数，Zを Sの（開）部分集合で，gが Z上で n+ 1

階微分可能とする．S のベクトル x0 と r 6= 0S について集合

(x0 − r, x0 + r) = {x0 + t · r | −1 < t < 1}

が Z に含まれるものとする．このとき,実数区間 (-1,1)上の実数値関数

f : t ∈ (−1, 1) 7→ g(x0 + t · r) ∈ R (9)

が存在し，f は (−1, 1)上で n+ 1階微分可能であり，かつ (−1, 1)に含まれる任意の実数
t ∈ (−1, 1) について

f (n+1)(t) = g(n+1)(x0 + t · r) · rn+1 (10)

これを形式化したものが以下である.

Listing 18. TAYLOR 3:50

theorem :: TAYLOR 3:50
for S be non trivial RealNormSpace, F be Function of REAL,REAL,

g be PartFunc of S,#REAL, Z be Subset of S, x0,r be Point of S
st Z c= dom g & ].x0 − r,x0 + r.[ c= Z & r <> 0.S
holds
ex f be PartFunc of REAL,REAL
st dom f = ].−1,1.[
& ( for t being Real st t in ].−1,1.[ holds f.t = g.(x0 + t∗r) )
& for n be Nat st g is differentiable on n+1,Z
holds f is differentiable on n+1,].−1,1.[

& for t be Real st t in ].−1,1.[ holds
(diff(f,].−1,1.[).(n+1)).t = (DIFF(g,n+1,Z)/.(x0 + t∗r)).((n+1)|−>r);

5 ノルム空間に値をもつ関数のTaylor展開
5.1 命題の形式化
筆者らは次の命題とその証明を形式化した [7]．
Sをノルム空間，gを定義域が Sの全域とは限らない S上の実数値関数（部分関数），

Z を gの定義域に含まれる S の部分集合，gは Z 上で n階微分可能とする．x, hを S の
ベクトルで，hは S の零元ではないものとする．M は 0以上の実数とする．区間

[x, x + h] = {x + t · h | 0 ≤ t ≤ 1}

が Z に含まれ，g の Z 上の n階導関数 g(n) が [x, x + h]上で連続，かつ g は (x, x + h)

上で n + 1階微分可能で ∥∥∥g(n+1)(s)
∥∥∥ ≤ M
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を満たすとする．このとき,∥∥∥∥∥g(x + h) −
n∑

k=0

g(k)(x)

k!
· hk

∥∥∥∥∥ ≤ M

(n + 1)!
· ‖h‖n+1 (11)

以下がその形式化である．

Listing 19. TAYLOR 5:49

theorem :: TAYLOR 5:49
for S,T be RealNormSpace, Z be non empty open Subset of S,

x,h be Point of S
st [.x,x+h.] c= Z holds
for g be PartFunc of S,T, M be Real, n be Nat
st 0 <= M & g is differentiable on n,Z
& ( for s be Point of S st s in [.x,x+h.]

holds diff(g,n,Z) is continuous in s )
& ( for s be Point of S st s in ].x,x+h.[

holds g is differentiable in n+1,s
& ||.diff (g,n+1,s).|| <= M )

holds
||.g/.(x+h) − Partial Sums(Taylor(g,Z,x,x+h)).n.|| <= M/((n+1)!) ∗ ||.h.|| |ˆ (n+1);

5.2 命題の証明
微分の階数についての帰納法を用いる [7]．n = 0 については，この命題は有限増分の

公式であり，[9]で以下のように形式化されている．

Listing 20. NDFIF 5:19

theorem :: NDIFF 5:19
for S,T be RealNormSpace,

f be PartFunc of S,T, p,q be Point of S, M be Real
st [.p,q.] c= dom f
& (for x be Point of S st x in [.p,q.] holds f is continuous in x)
& (for x be Point of S st x in ].p,q.[ holds f is differentiable in x)
& (for x be Point of S st x in ].p,q.[ holds ||. diff(f,x) .|| <= M)

holds ||. f/.q − f/.p .|| <= M ∗ ||. q−p .||;

n について命題が成り立っているものと仮定する. gは Z 上 n+ 1階微分可能で，gの
n + 1階導関数 g(n+1) が [x, x + h]上で連続，かつ gは (x, x + h)上で n + 2階微分可能
であるとする．
ここで実数区間 [0, 1]から T への写像

f : t ∈ [0, 1] 7→ g(x + t · h) −
n+1∑
k=0

g(k)(x)

k!
· (t · h)k ∈ T (12)

を導入すると，t ∈ [0, 1]について

f ′(t) =

(
g′(x + t · h) −

n∑
k=0

(g′)(k)(x)

k!
· (t · h)k

)
· h (13)

ここで gについての仮定から，g′ は Z ⊆ S 上から L(S, T )への写像であり，Z 上 n階微
分可能で g′ の n階導関数 (g′)(n) は [x, x + t · h]上で連続，かつ g′ は (x, x + t · h)上で
n + 1階微分可能である．

MMA-WiP (2025), vol.7, no.1 - https://mizar-jp.org/journal/MMA-WiP/j2025.7.1 - ISSN 2434-5458 (Online) 10/16

https://mizar-jp.org/journal/MMA-WiP/j2025.7.1


Mechanized Mathematics and Its Applications, Works in Progress Tayler Expansion (Nakasho and Shidama)

g′ と増分 t · hについて帰納法の仮定から，命題の評価式が成り立つので，∥∥∥∥∥g′(x + t · h) −
n∑

k=0

(g′)(n)(x)

k!
· (t · h)k

∥∥∥∥∥ ≤ M

(n + 1)!
· ‖t · h‖n+1 (14)

これと (13)式から

‖f ′(t)‖ ≤ M

(n + 1)!
· ‖t · h‖n+1 · ‖h‖ (15)

となり t ∈ [0, 1]から

‖f ′(t)‖ ≤ M

(n + 1)!
· ‖h‖(n+1)+1 · tn+1 (16)

区間 [0, 1]上の実数値関数 uを

u : t ∈ [0, 1] 7→ M

((n + 1) + 1)!
· ‖h‖(n+1)+1 · t(n+1)+1

と定義すると,

u′(t) =
M

(n + 1)!
· ‖h‖(n+1)+1 · tn+1

したがって (16)式から

‖f ′(t)‖ ≤ u′(t) (17)

上式に補題 TAYLOR 5:22

Listing 21. TAYLOR 5:22

theorem :: TAYLOR 5:22
for T be RealNormSpace,

f be PartFunc of REAL,T,
u be PartFunc of REAL,REAL

st dom f = [.0,1.] & dom u = [.0,1.]
& f | [.0,1.] is continuous
& u | [.0,1.] is continuous
& f is differentiable on ].0,1.[
& u is differentiable on ].0,1.[
& (for x be Real st x in ].0,1.[

holds ||. diff(f,x) .|| <= diff(u,x))
holds
||. f/.1 − f/.0 .|| <= u/.1 − u/.0;

を適用すると

‖f(1) − f(0)‖ ≤ u(1) − u(0) =
M

((n + 1) + 1)!
· ‖h‖(n+1)+1 (18)

f の定義 (12) 式から

‖f(1) − f(0)‖ =

∥∥∥∥∥g(x + h) −
n+1∑
k=0

g(k)(x)

k!
· hk

∥∥∥∥∥ (19)

であり，(18) 式から帰納法が完成する.
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6 関数の極値条件
この章では関数の極値についての必要条件と十分条件の形式化について述べる．以下，

極小値についてのみ記述する．（極大値については不等号の向きが逆になるだけである．）

6.1 関数の極値の定義
準備として，実数空間上の実数値関数，一般のノルム空間上の実数値関数の極小・極

大値，真の極小・極大値の定義を形式化した．何れも，極小・極大になる点の近傍上での
関数値の大小関係である．
記述中の In(f.x,REAL),In(f.y,REAL)は実数集合をノルム空間とみなした#REALの

ベクトル f.x,f.yに，実数集合 REALの元として実数の四則演算や大小比較を可能にする
ための作用を施していることを表す．

Listing 22. TAYLOR 6:def 1-11

definition
let f be PartFunc of REAL,REAL;
let x be Real ;
pred f is local minimum point at x
means :: TAYLOR 6:def 1
ex Z be open Subset of REAL
st Z c= dom f & x in Z & for y be Real st y in Z holds f.x <= f.y;

end;

definition
let f be PartFunc of REAL,REAL;
let x be Real;
pred f is local trueminimum point at x
means :: TAYLOR 6:def 3
ex Z be open Subset of REAL
st Z c= dom f & x in Z
& for y be Real st y in Z & y <> x holds f.x < f.y;

end;

definition
let S be RealNormSpace;
let f be PartFunc of S,#REAL;
let x be Point of S ;
pred f is local minimum point at x
means :: TAYLOR 6:def 9
ex Z be open Subset of S
st Z c= dom f & x in Z
& for y be Point of S st y in Z holds In(f.x,REAL) <= In(f.y,REAL);

end;

definition
let S be RealNormSpace;
let f be PartFunc of S,#REAL;
let x be Point of S;
pred f is local trueminimum point at x
means :: TAYLOR 6:def 11
ex Z be open Subset of S
st Z c= dom f & x in Z
& for y be Point of S st y in Z & y <> x holds In(f.x,REAL) < In(f.y,REAL);

end;
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6.2 必要条件，十分条件
実数空間上の実数値関数に関する必要条件の形式化は，一変数関数の微分を用いた極

値の条件（停留条件）による．

Listing 23. TAYLOR 6:1

theorem :: TAYLOR 6:1
for f be PartFunc of REAL,REAL, x be Real
st f is local minimum point at x
& f is differentiable in x holds diff(f,x) = 0;

Rn 空間上の実数値関数，一般のノルム空間上の実数値関数 g ついては，極値をとる
ベクトル xにおいて，零ベクトルでない hを用いた xの周りの h摂動を表す実数空間上
の実数値関数

f : t ∈ (−1, 1) 7→ g(x + t · h)

が t = 0で極値をとるための条件に帰着させる．そのための合成関数 f の t = 0における
微分値が

f ′(0) = g′(x) · h

であることを示す補題は以下のように形式化される．

Listing 24. TAYLOR 6:3

theorem :: TAYLOR 6:3
for S be RealNormSpace, g be PartFunc of S,#REAL,

f be PartFunc of REAL,REAL, W0 be open Subset of REAL,
x,h be Point of S

st g is differentiable in x
& 0 < ||.h.|| & 0 in W0 & dom f = W0
& ( for t be Real st t in W0 holds x+t∗h in dom g )
& for t be Real st t in W0 holds f.t = g.(x+t∗h)
holds f is differentiable in 0 & diff(f,0)= diff(g,x).h;

以下，極小値の必要条件についての形式化の一部を抜粋する．
product Gはノルム空間の有限列 〈G1, G2, . . . , Gn〉 による多重直積空間

∏n
i=1 Gi を

表し，partdiff(f,x,i)はノルム空間∏n
i=1 Gi から#REALまたは REALへの写像 f の偏

微分
∂f

∂xi
(x)

を表している．

Listing 25. TAYLOR 6:4-6

theorem :: TAYLOR 6:4
for S be RealNormSpace, g be PartFunc of S,#REAL, x be Point of S
st g is differentiable in x & g is local minimum point at x
holds diff(g,x) = 0.R NormSpace of BoundedLinearOperators(S,#REAL);

theorem :: TAYLOR 6:6
for G being RealNormSpace−Sequence, f be PartFunc of product G,#REAL,

x be Point of product G
st f is differentiable in x & f is local minimum point at x
holds
for i be Element of dom G holds
partdiff(f,x,i) = 0.R NormSpace of BoundedLinearOperators(G.i,#REAL);

さらに前章の Taylor展開を用いて以下の命題を得た.
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Listing 26. TAYLOR 7:2

theorem :: TAYLOR 7:2
for S be non trivial RealNormSpace, g be PartFunc of S,#REAL,

Z be open Subset of S, x be Point of S, n be non empty Nat
st x in Z & Z c= dom g & g is differentiable on n+1,Z
& ( for m be non empty Nat st m < n holds

for r be Point of S holds (DIFF (g,m,Z)/.x).(r|ˆm) = 0 )
& ( ex K be Real st 0 < K &

for x,r be Point of S st x in Z
holds ||. (DIFF (g,n+1,Z)/.x).(r|ˆ(n+1)) .|| <= K )

& ( ex h be Point of S st h <> 0.S & (DIFF(g,n,Z)/.x).(h |ˆ n) <> 0. #REAL )
& g is local maximum point at x

holds ( for h be Point of S holds In((DIFF(g,n,Z)/.x).(h|ˆn),REAL) <= 0 )
& ( n is even );

さらに十分条件については以下の命題を得た.

Listing 27. TAYLOR 7:5

theorem :: TAYLOR 7:5
for S be non trivial RealNormSpace, g be PartFunc of S,#REAL,

Z be non empty open Subset of S, x be Point of S,
M,delta be Real, n be non empty Nat

st 0 < delta & 0 < M & x in Z & Z c= dom g
& g is differentiable on n+1,Z
& ( for m be non empty Nat st m < n holds

for r be Point of S holds (DIFF(g,m,Z)/.x).(r|ˆm)= 0. #REAL )
& ( for s be Point of S st s in Z holds ||. diff(g,n+1,Z)/.s .|| <= M )
& for h be Point of S holds
delta ∗ (||.h.||) |ˆ n <= In((DIFF(g,n,Z)/.x).(h|ˆn),REAL)

holds
g is local trueminimum point at x;

7 まとめ
本稿ではノルム空間上の Taylor展開定理 [7]と証明の形式化を報告した．筆者らは，

この他に変分法の定理と証明を形式化した．さらに，それらの諸定理の準備の上に微分多
様体の形式化を開始している．これらについては次回以降に報告する．
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